CORRECTION DES ORAUX BLANCS

Exercice 1

/2
1) Montrer que I'intégrale : [, = I
0
2) Montrer que la suite (/,) est une suite arithmétique. En déduire le calcul de 1, .

sin” (nx)
sin? x

dx existe pour tout entier naturel 7.

4o . D
. _y sin” x
3) En déduire le calcul de I'intégrale : I = I —dx.
X

0

Solution :
) sin” (nx) ) o .
1) Pour tout n, la fonction x > ———— est continue sur |0,— | car sinx # 0. Etelle
sin” x 2
sin” (nx) )
est prolongeable par continuité en O car sin X=X donc lim———=n".
0 sin” x
sin (n )

Donc I’'intégrale : dx existe pour tout entier naturel 7.

SlIl X

sin” (n+ 1)x —sin” nx

2) Soit: J,=1,,, — dx.

iy
o

SlIl X

j‘ [sin(n+1)x —sin nx] [sm(n +1)x+sin nx]
dx
7 sin” x

Or sin(n+1)x—sinnx =2 sm( zjcos(

Etsin(n+1)x+sinnx =2 sin[(zn%j cos[ﬁj .

(2n + l)xj

2
Donc : [sin(n +1)x — sin nx][sin(n + 1) x + sin nx] = sin xsin(2n +1)x.
w2 .
2n+1
Done: J, = [ SR A DX e Or sin(2n+ 3)x— sin n(2n + 1)x = 2sin xcos 21+ 1)x .
0 Sin x

"2 sin(2n +3)x —sin(2n + D)x &3 sin2(n+1)x "’
Jon=d, =] : dszIcosZ(n+1)xdx=[—} =0.

0 sin x 0 n+1 0

Donc la suite (J,) est constante. Donc: Vne N J =J,=1,-1,.
/2

Or1,=0et I, —jdx—E Donc: Ve N I -1, :g.

. o . T T
Donc la suite (/,) est une suite arithmétique de raison 3 et Vne N [, = n-

s 2

. sin” x
3) La fonction x> —

est continue sur ]0,4+oo[. Elle est prolongeable par

X
sin” x (sin® x
continuité en 0 car sinx-~ > X donc lim———=1. Donc I'intégrale j —dx
-0 x 0 X
+oo0
. sinx 1 e .
existe. De plus: Vxe[l,4eof 0< <— . Or l'intégrale I — dx existe.
x’ X X
1

o . 2

4o .+ D +
o sin” x . . L sin
Donc I’intégrale I -—dx existe aussi. Donc I'intégrale I 5
X X

0

X )
dx existe.

1



too . D /2 . 9 /2 . 9 T2 . 2
sin” x . sin” x sin” x sin“ (nt 1
I > dxzhmJ. 5 dx . Or I I—( )
0

N X
—dt=—K, ot t=—.
X n—>+oo X

t n n

1
dx =—
x’ n

0 0

/2
1 1.
Or Vte O,E O<sint<t.Donc K, <I .Et: I —-K,6 = '[( — ——zjsmz(nt)dt.
2 o \sin“f f

La fonction ¢ —

1 . I ..
————, est continue sur O’E et au voisinage de O :

sin’r 12

. t? 4 . 2 2 t* 4 2 r? 2
smt=t—€+0(t ), donc sin“ ¢ =t —?+0(I )=t 1—?+0(I) .

2
Donc ! =i 1+t—+0(t2) . Donc lim( _12 izj:l
3 sin“t t 3

sin’r  t? 10

/2 1 /2 1 1
Donc I’intégrale '[ ( jdl existeet 0</ —K, < j ( ——jdt.
0

5 \sin’ 1 2 sin’t t*
/2 72
1 1 T 1 1 1 1 T
Donc: In—f(. ; ——zjdtSKnSIn et ———I(. 2 ——zjde—KnS—-
o \sSm-7 f 2 ny\sin“t t n 2
4o . 2
sin” x o8
Donc : lllen :E.DOI’IC '[ > dx =—
n—+eo p 2 0 X 2

Exercice 2

Soient p, et p, deux projecteurs d’un espace vectoriel E tels que p, o p, =0.

1) Montrer que g = p, + p, — p, © p, est un projecteur.

2) Montrer que : Kerg = Ker p, nKerp, .

3) Montrer que : Img=Imp, @ p,(Kerp,).

Solution :

1) p, et p, sont des projecteurs, donc des endomorphismes de E. Donc g est un
endomorphisme de E. Et: gog=(p,+ p, —=p,°op,)°(p,+p, —p,°p,).Donc:
geq=p,epytpep,—Pi°pP°P TP°oP T Py°P, —Py°Py°P

2RV RN Sl SRS SR S RN SN PR U
Or p, et p, sont des projecteurs, donc p, o p, = p,et p,op, =p,.Et p,op, =0.
Donc gog=p,+p,—p,°p, =q.
Donc g = p, + p, — p, © p, estun projecteur.

2) Soit xe Kerg. Donc g(x) =0,. Donc p,[q(x)]=p,(0,)=0.

Or pjog=p,op,+p,ep,—p,op,°op, =p,.Donc p,(x)=0,.Donc xe Ker p,.
Donc g(x) = p,(x)+ p,(x) = p, o p,(x) = p,(x). Donc p,(x)=0,.Donc xe Kerp,.
Donc Kerg c Ker p, nKer p, .
Réciproquement, soit xe Ker p, n"Ker p,. Donc p,(x)=0, et p,(x)=0,.
Or g(x) = p;(x)+ p,(x) = p, > p;(x) =0,. Donc xe Kerg.
Donc Ker p, nKer p, c Kerg.
Donc |Kerg = Ker p, nKer p,
3) Soit xe Img. Donc il existe ue E tel que x=q(u) = p,(u)+ p,(u)—p, o p,(u).

Donc x=y+z avec y=p,(u) et z= p,(u)— p, o p,(u) = p,lu—p,Ww].

Or p,lu—p,(w)l= p,(u)—p,°p,u)=0,.Donc u—p, (u)€ Kerp,.

Donc x=y+z avec ye Imp, et ze p,(Kerp,). Donc xe Imp, + p,(Ker p,).
Donc Img cImp, + p,(Kerp,).



Réciproquement, soit xe Im p, + p,(Ker p,).

Donc il existe ye Imp, et ze p,(Kerp,) telsque x=y+z.

Donc il existe ue E et ve Ker p, tels que x= p,(u)+ p,(v).Et p,(v)=0,.
Donc: p,(x)=p, o p, )+ p, o p,(v)=p,(u).Donc: x=p,(x)+p,(v).

Et p,(x)=p, o p,(X)+ p,°p,(v)=p,°p(x)+p,(v). Donc p,(v) = p,(x)—p,°p (x).
Donc: x= p,(x)+ p,(x)— p, o p,(x) =¢q(x). Donc xe Img.

Donc Im p, + p,(Ker p,) c Img.

Donc Img=Imp, + p,(Kerp,).

Montrons que la somme est directe. Si xe Im p, N p,(Ker p,), il existe ue E et
ve Kerp, tels que x= p,(u) = p,(v).Donc p,(x)=p, o p u)=p op,(v)=0,.
Donc p,(u)=0,.Donc x=0,. Donc Im p, N p,(Ker p,) = {OE}

Donc |Img =Im p, @ p,(Ker p,)

Exercice 3

1) Justifier la convergence de la série (21 al - J pour tout xe [0,1] .
+ X
xVH-l n+l xu xn
2) Montrer que : Vxe [0,]] Vne N -< '[ du < )
L+x"™ ) 1+x" 1+ x"
3) En déduire llm(l X)
,,Z(; 1+ x"
Solution :
1) Pourtout xe [0,][,ona: 0< <x".

1+x"
Or si xe [0,1[, la série ( x") est convergente.

Donc la série (z

2) Si x=0, I’'inégalité est évidente.

n

X
- j est convergente pour tout x € [0,1] .

1+x

Si x€]0,1[, on étudie la fonction @ : u = —.

1+ x" 1+ x _1+e

eulnx ln X
(1 + euln)C)Z
Donc @ est décroissante. Donc : Vue [n,n+1] ¢ (n+1) <@ (u)<o¢ (n).

n+l

Donc d’apres I'inégalité de la moyenne : @ (n+1) < j(px w)du<o (n).

Elle est dérivable sur R et @' (u) = <0 car x€]0,1[, donc Inx < 0.

n+l n+l u n
Donc Vxe [0]] VnelN al < j al du < al
1+ x" 1+x 1+x
k+1 xu k u
3) Soit xe [0,]][.Donc: Vke N* j J‘
1+ x" 1+x i
n k+l
Donc: Vne N* du <
kz:‘;.:l+ Z1+x =l

n+l

Donc: Vne N* I

u

rox
du <Zl+x s! e

1+ x"



n+l u

Donc: Vne N l+j du< 1+J‘
2 4 1+x" k01+x 2 01+x“

u

n u 1 n 1
Or E')']j-c udl/i:lnx.[q)'x(u)du:E[(Px(n)—q)x(())]_l—{ I+ x j|

n+l xu 1 n+l
Et du = du =— +1 1
! 1+ x" ! Inx J-(P (u) ! [q)X(n ) (PX( )] 1+Xn+1 x+1

n+l 1
Donc: Vne N l+ ! x - — <z - ——
2 Inx|I1+x"" x+1 “1+ x* lnx I+x" 2
k +o00 k
Or xe [0,][. Donc lim x" =0. Et lim z al — (série convergente).
n—>teo noteo bl | 4 xh =4y
. .. 1 X & X" 1 1
Donc par passage a la limite : Vxe [0,]] —-— < Z <—- .
2 (x+DInx 1+x" 2 2Inx
_ _ X" 1 1—
Donc : Vae[og ~—*- U=V g )z =
2 (x+DInx 21nx
Or lnx x—1.Donc lim l—x_ x1-x) = lim l—x_l—x}:l.
a2 (x+DInx | »17| 2 2Inx | 2
x" 1
Donc, par encadrement : |lim(1—x —
p x—1" ( ); 1+ x" 2

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Soit fun endomorphisme de E tel que f" =0 et f"" #0.
1) Montrer qu’il existe un vecteur u de E tel que les vecteurs u, f(u), ..., f" " (u)

forment une base de E.
2) En déduire les dimensions de Ker f et Im f .

Solution :
1) f"' #0.Donc il existe un vecteur u de E tel que "' (u) #0,.
Soient @, O, ..., o, tels que ol,u+0o, f(u)+...+ 0, f"" (u)=0
Done " oty + 0, f () + ..+ 00, " ))=0,, donc o, f"" (u)=0,, donc o, =0.
Donc o, f(u)+...+ 0, " w)=0,,donc " (o0, fu)+..+ 0, f" W)=
Donc o, f" " (u)=0,,donc o, =0.
Ainsi de proche en proche : o, =, =...= 0o, , =0. Donc la famille est libre.
C’est une famille libre de n vecteurs dans un espace de dimension n.

Donc les vecteurs u, f(u), ..., f "!(u) forment une base de E.

2) f"=0,donc f"(u)=0,,donc f""'(u)e Ker f.
Donc Ker f contient au moins un vecteur non nul. Donc dimKer f >1.

D’apres 1), les vecteurs f(u), ..., f""'(u) forment une famille libre car ils sont
extraits d’une famille libre. De plus, ils sont dans Im f . Donc dimIm f >n—1.
Donc dimKer f +dimIm f >n.

Or d’apres le théoreme du rang : dimKer f +dimIm f =n.

Donc ‘dimKer f= 1| et|dimImf =n —1‘




Exercice 5

1
(4n+1)(4n+3)

Montrer que la série (Z j converge et calculer sa somme.

Solution :
1

La série (z ] est une série a termes pOSltlfS et

(4n+1)(4n+3) (4n+1)(dn+3) 16n°

Donc la série z ! est de méme nature que la série Z ! = |-
(4n+1)(4n+3) 16n

L. 1 .. .
Or la série (Z —Zj est une série de Riemann convergente (o > 1).
n

Donc la série (z @ 1)1(4 S)J est convergente.
n+1)(4n+

La somme partielle d’ordre nest: §, = z ! = —Z

< 0(4k+1)(4k+3) 24 4k+1__z4k+3'

Or: VneN

:jfx"dx.Donc: S, = z.[ Fdx —— ZI *#+2dx . Donc :

n+1 2300

ZJ'( x)zkdx+ ZJ‘( x)2k+1d ZJ.( x)dx——jrirl( x)}a’x

k 00 k 00 k 00
2n+1 1 (_x )2n+2 1 _ x4n+4 2n+l

Orsi xe [0, : —x)k = = .Etsi x=1": —-xHk=0.
o Z‘( : 1= (=x?) 1+ x? é( :

2n+1

Donc : Vxe[0,1] Hf=—"_ Donc: S =— dx.
kz(;( V I+x 29 I+x

1 1 x4n+4 1 1 x4n+4

dx.Donc: S, ——j =— dx

+x* 2¢91+x°

I1+x* 291+x7

1
Donc:Snzl.[
20

dn+4 L 4n+4

< x*** Donc : OSJ.
01+x

X

Or: Vxe[0,1] 0Z

1
< 4n+4
5 < I dx .
0

1+x
1 4n+4 1 4n+4

Donc: 0< j I .Donc:limjx 2a’x=0.
()

n+5 notes 1+ x

Donc : lim S, =— J. =—[arctanx]0 =" Donc > ! _T
oo 1+ x? 8 o @n+D)(@n+3) 8

Exercice 6

Pour tout entier naturel n, on définit 'intégrale : I, = I[ln(l +x)]" dx.
0

1) Exprimer /,,, en fonctionde /,.

2) En déduire un équivalent de /.

Solution :

1) La fonction x > [In(1+x)]""" est de classe C' sur [0,1], donc on peut intégrer [ il

par parties : /

n+l

1
= [xma+ 01|} =+ [—2—[n@ + )"
[x{in@ + 1], = (n + )£1+x[n( + )] dx



1
Donc : 1, =(In2)"" —(n+1)| ( j[ln(l +x)]"dx .
0

l———
1+x
1
Donc: I,,, =(In 2)" — (n+DI, +(n +1)J‘(Lj[ln(l+ x)]|"dx .
o\l +x

Donc: 1., =(n2)"" —(n+ DI, +[[In(1+x)1™"]..
Donc |1,,, =2(In2)"" —(n+1)I,

n+l
2) Vxe[0,1] [In(l+x)]"">0.Donc I,,,>0.Donc: I, S%.
n+
n+l I
De plus : (n+1)I, =2(In2)""' =1 . Donc I, = 202" L.
n+l n+1
n+2 n+l n+2
Or:1,, SM, donc I, 2 2(In2) — 2(In2) '
n+2 n+l  (n+D(n+2)
n+l nil
Donc : Aln2) 1- In2 <I SM.
n+l n+2 n+l
n+l 4l
Or: lim In2 =0.Donc: 2(1n2) 1— In2 - 2(1n2) '
n—>+oon+2 I’l+1 n+2 n+1
n+l
Donc ]n ~M
n+1

Exercice 7

n

‘ . L Z
1) Déterminer le rayon de convergence de la série : (Z l j
n22 ninn

N x"
2) Déterminer le rayon de convergence de la série : [Z(l + —j al 'J .
1 n) n!

Solution :

nlnn

n2

1) Il s’agit d’une série enticre (z anz"j avec a, =

On se propose d’utiliser le critere de D’ Alembert.

a nlnn a,, Inn

n+l

= . Donc : ~
a, (n+DIn(n+1) a, In(n+1)

. Or 1n(n+1)=1nn+ln(l+lj.
n

n—+oo n n

lim ln(l + lj =0, donc ln(l + lj =o(nn), donc In(n+1) ~Inn.

. 1 .
Donc : lim 22t =1 = z d’apres le critere de D’ Alembert.

n—>+oo
an

Donc le rayon de convergence de la série : (z i j est R=1.
nz2 RN N

(1)
2) Il s’agit d’une série enticre (Z anz"j avec a, = —(1 +—j .

n1 n ' n
On se propose d’utiliser le critere de Cauchy.

Ya, = ! (1 +lj .Or lim (1 +l) = e. Donc étudions la limite de b, = {/ﬁ

ln | n n—y+oo n

Inb, =lln(n!):121nk.
n

n =



Or: lim Inn =+ .Donc pourtout A>0:3dp Vn=2p Inn=>A.

n—+oo
n

Donc: Vn=p Inb, = 21nk+— Zlnk Donc: Vn=p Inb, >lZlnk.

N j=p+1 N p=p+i

Donc: Vn=p Inb, 2 ""P A>A-P A Donc VA>0 dp Vn2=22p lnbnzg.
n n

Donc lim Inb, =400 . Donc lim b, =4co. Donc lim %4/a, =0.

n—>+oo n—+oo n—>+oo

On utilise le critere de Cauchy.

. 1" ¥
Donc le rayon de convergence de la série : {Z (1 + —j al 'J est R = +oo.
—— n) n!

Remarque : On aurait pu aussi utiliser le critere de D’ Alembert.

1 (n+1)? 2 n?+2n+1
1 + n ' n2+2n+l _n? 1 +—
a,. n+1 _(n+2) n n

an n? n +1 2n2+2n+2 n’
(n+1)!(1+1j ( ) n(1+lj
n n

2}—(2112 +2n+2)ln(1+lj.
n

n

Donc : ln£ D

]——lnn+(n +2n+1)ln(
a

n

Or:ln(1+gj=g—%+o(izj et In (1+1j=l— 12+0( 12j Donc :
n n n n n n 2n
a,. 1 1 1
In| L |=~Inn+(n® +2n+1)———+ —2 -(2n® +2n+2)—— ~+ol —
a, 2n n

Donc : ln( Do j —Inn+1+o0(1). Donc lim ln j = —oo, Donc hm =0.
an

n—>+oo note

Exercice 8

1
1) Calculer I'intégrale : I, = J‘t”_l (1-1)’dt.
0

2) En déduire que : ! + ! +..= 1n2—l.
Ix2x3 3x4x5 2

Solution :

1 1 1 1

12 1

D 1= [ =0 de= [ de=2fede+ [ dr =— - —— 4 ——
0 0 0 0 n n+1 n+2

2

Donc |[, =————
nn+1)(n+2)

2) 1l s’agit de la série a termes positifs (Z (2n+1)(2 : 2)(2 S)J'
n+1)(2n+ n+

1 1 . 1
r ~—. Donc la série z est
2n+1)2n+2)2n+3) 8n 2n+1D)(2n+2)2n+3)

A ‘. 1
de méme nature que la série [ E 8—3j , donc convergente.
n

La somme partielle d’ordre nest: S, = Z ! = lz L. -
im0 Qk+1)(2k+2)(2k +3) 213



Donc: S, = ZIIZk(l f) dt——f[it“j(l—t)zdt.

kO()
) t2)n+l (1_t)(1_t2n+2)
Sire[0, : t* |a1- —( 1-1)* =
[0.1] (2 j( — -0 T
Etsit=1: (Zt” j(l —1)> =0. Donc I’égalité est vraie aussi pour ¢ =1.
k=0
11 1— 1— 2n+2 1— 2n+2
Donc:Snz—J‘( D=t )dtz J‘ J(
2 1+1 1+t 1+1
2n+2 _ 2n+2
Or: Vre[0,]] os%sﬂ"ﬂ.mnc;osj(l QLN P
I+1¢ o L1+t 2n+3
1= 1 2 1 1
Donc: lim S, =— —tdt:—j[——ljdz:—[21n(1+t)—z]§,:1n2——.
noeo 29 1+1 29\1+1 2 2
Donc ! + ! +...:1n2—l
Ix2x3 3x4x5 2

Exercice 9

1y
2)
3)

Pour tout entier n = 2, on considere le polyndme P, = X" —nX +1.

Montrer que P, admet exactement une racine réelle x, entre O et 1.

n

Etudier le sens de variations de la suite (x,) et montrer qu’elle converge.

Calculer sa limite et déterminer un équivalent de x, .

Solution :

1y

2)

3)

La fonction polynome définie par P,(x)=x"-nx+1 a pour dérivée
P' (x)= n(x"" —1) qui est strictement négative sur [0,][ et nulle en 1.

Donc P, est continue et strictement décroissante sur [0,1]. Donc elle définit une
bijection de [0,1] dans [P,(1),P,(0)]=[2—-n,1]. Donc tout élément de [2—n,]]
admet un unique antécédent dans [0,1] par P,.Orsi n=2, 0 [2—n,1].

Donc si n =2, 1’équation P,(x) =0 a une unique solution x, .

Donc P, admet exactement une racine réelle x, entre O et 1.

La fonction P, est strictement décroissante et P, (x,) =0

n

Donc Pn(x)>0(:)0<x<x et P(x)<0& x, <x<lI.

n+l

1
P (x,)=x),—nx,, +1.0r x7) —(n+1)x,,, +1=0.Donc —nx,,, +1= —-x0.
+1
Donc P (x,,)=x,+x,.,—x. =x,(1-x_)+x,,.0r0<x,  <I.

Donc P,(x,,,) 20. Donc 0 <x,, <x,.

Donc la suite (x,) est décroissante et minorée par 0.

Donc la suite (x,) est décroissante et convergente.

P (x,)=0.Donc x| —nx, +1=0.Donc x, :l(x;’+1)_
n

Or P(I)=2-n.Doncsi n=3, 1n’est pas racinede P,. Donc 0<x, <1.

. . 1
Donc lim x! =0. Donc | lim x, =0]et|x, ~ —
n—+oo n—+oo n




Exercice 10

Soit un entier n > 2. Soit f ’application qui , a tout polyndme P de R [X], associe le
polyndme f(P)(X)=nX +1)P(X)+(1-X*)P'(X).
1) Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].

2) Montrer que si P est un vecteur propre de f, alors d°P=n.
3) Montrer que si P est un vecteur propre de f, ses racines appartiennent & {—1,1}.
4) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

Solution :

1) Soit P et Q deux polyndmes de R, [X ], et o un réel.
fOP+Q)X)=mX +D(OP+O)X)+(1-X*)oP+Q)(X).
Donc: f(aP+Q)(X) = nX +D[aP(X)+Q(X)]+(1—-X[aP'(X)+Q'(X)].
fOP+Q)X)=o[(nX +DP(X)+ (- X*)P'(X)]+@mX +DO(X)+(1-X)Q'(X)
Donc: f(aP+ Q) X)=0f(P)X)+ f(Q)(X).Donc fest linaire.
Si PeR,[X] et P#0,alors d°P=p avec p<n et P(X)ziaka avec a, #0.

k=0
P -l
Donc P'(X) = Zkaka_l = Z(k +1)ak+le .
k=0 k=0

d°(nX +1)P(X) = p+1 et le coefficient de X ”*' est na,.
d°(1-X*)P'(X)=2+(p—1)= p+1 etle coefficient de X" est — pa, .
Donc d°f(P)< p+1 etle coefficient de X "' est (n— p)a,.

Donc, si p<n,alors d°f(P)=p+1etsi p=n,alors d°f(P)< p+1.
Or p <n.Donc dans tous les cas d°f(P)<n.Donc f(P)e R, [X].

Donc f'est un endomorphisme de R, [X].

2) Si P est vecteur propre de f, P #0 et il existe A€ R tel que f(P)=AP.

Soit p=d°P.Onavuquesi p<n, d°f(P)=p+1.0r d°(AP)=p si A#0 et

d°(AP) = —oo si A=0, donc d°(AP) n’est jamais égala p+1.

| Donc si P est un vecteur propre de f, alors d°P =n . |

3) Soit P un vecteur propre de f: P # 0 et il existe A€ R tel que f(P)=AP.

Donc : AP(X)=nX +DP(X)+(1-X*)P'(X).

Donc: (nX +1-M)P(X)=(X*-1P'(X) notée (1).

Soit o une racine de P. Donc P(c) =0. Donc (o> —1)P'(ot) =0.

On raisonne par 1’absurde en supposant que O ¢ {— 1,1}. Donc P'(a) =0.

En dérivant (1) : nP(X)+(nX +D)P'(X)=2XP'(X)+(X*—1)P"(X) notée (2).

Or P(a)) = P'(a) =0.Donc: (&> =1)P" (o) =0. Donc P"(at)=0.

En dérivant (2), on obtient P (o) =0.

En dérivant ainsi successivement, on obtient : Vk e [0, p] P® (o) =0.
. & P (o)
Or d’apres la formule de Taylor : P(X) = z T

k=0

(X —o)".

Donc P(X) =0, ce qui est absurde puisque P est un vecteur propre de f.

Donc si P est un vecteur propre de f, ses racines appartiennent 2 {—1,1}.

4) Soit P un vecteur propre de f: P #0 etil existe Ae R tel que f(P)=AP.
Son degré est n et ses racines appartiennent a {—1,1}.
Donc le polyndme est de 1a forme : P(X) =a(X —1)"(X +1)"* ou ke [0,n].



Donc: P'(X)=ak(X = D" (X +D)"  +a(n-k)(X =D (X +1)"*".

Donc: P'(X)=a(X =D""(X + )" (nX + 2k —n)

F(PYX)=nX +DaX -D" (X +D)"  +1=XHa(X - D" (X +D"* "' (nX + 2k —n).
Donc: f(P)X)=a(n+1-2k)(X -1)*(X +1)""*.Donc f(P)=(n+1-2k)P.

Donc, si a#0, P(X)=a(X -D"(X +1)"™" est un vecteur propre associé a la
valeur propre A, =n+1-2k.

Donc les valeurs propres de fsont A, =n+1-2k ou ke [0,n].

Le sous-espace propre associé a A, est E, = Vect < (X —1)* (X +1)"™* >.

Exercice 11

1) Factoriser dans R le polyndme X *" —1.

n-1
2) Si fest une fonction continue sur [0, 7], que vaut lim Ez f [Ej ?

n—+ee g =l n

3) En déduire pour a # 1 I’intégrale : I = '[ln(az —2acost+1)dt.
0

Solution :
1) Les racines complexes de X ** —1 sont o, =e*™" ol k € [0,2n—1].

Il y a deux racines réelles : o, =1 et o, =1. Et Vke [02n-1] o,, , = Oc_k.
2n—1 n—1

Donc X —1=[](X o) =X -D(X +D[J(X -0, )(X — ;).

k=1

n—1
Donc [X > —1=(X —1)(X +1)H[X2 —2X cos@ﬂJ

k=1 n

n—1 T
2) 1l s’agit d’une somme de Riemann : | lim EZ f (Ej = I f(t)dt
n 0

n—+eo g =l

3) Le discriminant de a® —2acost+1 est A=4cos’t—4=—4sin’t. Donc A<O si
t#0etr#m.Donc Vrel0,n] a®—-2acost+1>0.

Sit=0:a*—2acost+1=(a—1)* donc a®> —2acost+1>0 car a #1.
Sit=m: a*—2acost+1=(a+1)* donc a> —2acost+1>0 car a #—1.
Donc la fonction ¢ > In(a® —2acost +1) est continue sur [0, 7].

T n—1
Donc 1 :‘fln(a2 —2acost+1)dt = limEZ“ln(a2 —2acosk—n+1J.
0

n—+e p el n

n—1 2n
Donc I = lim Eln{n(az - 2acos@+1ﬂ = lim E1n[" . llj d'apres 1).

n—+e p el n n—+te p a” —

n—-+oo n—+oo 2

2n __
Si |a| <1, alors lim @* =0. Donc lim ln(a 1) =—In(1-4a?%).
a —

Donc I =0 si |a|<l.

a2n _

2
a” —

2n n—>+o0

Si |a| >1, alors ln( fj =2nln|a|-In(a* - 1) +ln(1 —Lj .Or lim a*" =+
a

Donc I = 2nln|a| si |a| >1.




Exercice 12

Soit ne N* et I’application ® qui a tout polynome Pe C,_[X] associe le reste de la
division euclidienne de (X" — X)P par X" —1.
1) Montrer que ® est un endomorphisme de C, ,[X].

2) Déterminer son noyau et son image.

Solution :

1) Pour tout Pe C, ,[X], il existe un unique couple de polyndmes (Q,R) tel que:
(X"-X)P(X)=(X"-DO(X)+R(X) avec d°R<n.Et ®(P)=R.

Donc @ est une applicationde C, ,[X] dans C,_[X].

Soient P, et P, deux polyndmes de C,_ ,[X], et o un complexe.
(X"-X)P(X)=(X"-DQ,(X)+R,(X) avec d°R, <n.Et ®(P)=R,.
X"-X)P(X)=(X"-1D0O,(X)+R,(X) avec d°R, <n.Et ®(P,)=R,.

(X" = X)[0P,(X)+P,(X)] = (X" =D[0Q, (X) + 0, (X)]+ R, (X) + R, (X).

(X" = X)(OP, +P,)(X) = (X" ~D[aQ,(X)+0,(X)]+ (R, +R,)(X).

Or: d°(aR, + R,) < Max(d°aR,,d°R,) < Max(d°R,,d°R,)<n.

Donc R, + R, est le reste de la division euclidienne de (X" — X)(aP, + P,) par
X" —1.Donc ®(aP, +P,)=0R, + R, =0P(P)+P(P,).

Donc @ est un endomorphisme de C, ,[X].

2) Un polyndme P appartient a Ker® si et seulement si ®(P)=0, donc si et
seulement si (X" — X)P(X) est divisible par X" —1.

n-2 n-1
Or X"-X=X(X""'-D=X[](X - ") et X" -1=][(X —€*").
k=0 k=0
La seule racine commune 2 X" — X et X" —1 est 1. En effet, si 2" = g2/
2kn 2jm .
_2Jt car ils sont dans [0,27][,
n—1 n
donc nk = j(n—1).Ornet n—1 sont premiers entre eux. Donc n divise j et n—1

divise k. Donc k= j=0.

avec ke [0,n—2] et je[0,n—1], alors

n—1
Donc H(X — ™"y est premier avec X" — X , donc divise Psi Pe Ker®.
k=1

n—1 n __
Or Pe C, ,[X]. Donc P est de la forme P(X) = aH(X — ey = a);—ll )
k=1 -

n

_11, alors (X —1)P(X) est

La réciproque est évidente car si P(X)=a

divisible par X" -1. Or (X"-X)P(X)=XX"?+..+ X +1)(X -DP(X).
Donc (X" — X)P(X) estdivisible par X" —1. Donc Pe Ker®.

Donc [Ker® = Vect < X" +...+ X +1>| Donc dim Ker® =1.

Donc d’apres le théoréeme du rang : dimIm® =dimC, ,[X]-dim Ker® =n-1.
De plus Im® = Vect < ®(1),D(X),..., (X ") >.

Orsi ke[0,n=2] : (X"=X)X"=(X"-DX*+X*(0-X) et d°X*1-X)<n.
Donc ®(X*)=X"(1-X) si ke[0,n-2].

Cette famille est libre car la famille (1, X,..., X"*) est libre. Elle comprend n—1
vecteurs. Donc c’est une base de Im® car dimIm® =n-1.

Donc Im® =Vect<1-X,X(1-X),..,X"*(1-X)>.

Donc |Im®=(1-X)C, ,[X]




