
CORRECTION DES ORAUX BLANCS 

 

Exercice 1 

1) Montrer que l’intégrale : ∫
π

=
2

0

2

2

sin

)(sin
dx

x

nx
I n  existe pour tout entier naturel n. 

2) Montrer que la suite )( nI  est une suite arithmétique. En déduire le calcul de nI . 

3) En déduire le calcul de l’intégrale : ∫
+∞

=
0

2

2sin
dx

x

x
I . 

Solution : 

1) Pour tout n, la fonction 
x

nx
x

2

2

sin

)(sin
a  est continue sur 




 π

2
,0  car 0sin ≠x . Et elle 

est prolongeable par continuité en 0 car xx
0
~sin  donc 

2

2

2

0 sin

)(sin
lim n

x

nx

x
=

→
. 

Donc l’intégrale : ∫
π

=
2

0

2

2

sin

)(sin
dx

x

nx
I n  existe pour tout entier naturel n. 

2) Soit :  ∫
π

+

−+
=−=

2

0

2

22

1
sin

sin)1(sin
dx

x

nxxn
IIJ nnn . 

∫
π

++−+
=

2

0

2sin

]sin)1][sin(sin)1[sin(
dx

x

nxxnnxxn
J n . 

Or 






 +








=−+

2

)12(
cos

2
sin2sin)1sin(

xnx
nxxn   

Et 














 +
=++

2
cos

2

)12(
sin2sin)1sin(

xxn
nxxn . 

Donc : xnxnxxnnxxn )12sin(sin]sin)1][sin(sin)1[sin( +=++−+ . 

Donc :  ∫
π

+
=

2

0
sin

)12sin(
dx

x

xn
J n . Or xnxxnnxn )1(2cossin2)12(sin)32sin( +=+−+ . 

0
1

)1(2sin
)1(2cos2

sin

)12sin()32sin(
2

0

2

0

2

0

1 =






+

+
=+=

+−+
=−

πππ

+ ∫∫ n

xn
dxxndx

x

xnxn
JJ nn . 

Donc la suite )( nJ  est constante. Donc : 010 IIJJn n −==∈∀ � . 

Or 00 =I  et 
2

2

0

1

π
== ∫

π

dxI . Donc : 
2

1

π
=−∈∀ + nn IIn � . 

Donc la suite )( nI  est une suite arithmétique de raison 
2

π
 et 

2

π
=∈∀ nIn n� . 

3) La fonction 
2

2
sin

x

x
x a  est continue sur [,0] +∞ . Elle est prolongeable par 

continuité en 0 car xx
0
~sin  donc 1

sin
lim

2

2

0
=

→ x

x

x
. Donc l’intégrale ∫

1

0

2

2sin
dx

x

x
 

existe. De plus :  
22

2
1sin

0[,1[
xx

x
x ≤≤+∞∈∀ . Or l’intégrale ∫

+∞

1

2

1
dx

x
 existe. 

Donc l’intégrale ∫
+∞

1

2

2sin
dx

x

x
 existe aussi. Donc l’intégrale ∫

+∞

0

2

2sin
dx

x

x
 existe. 



∫∫
π

+∞→

+∞

=
2

0

2

2

0

2

2 sin
lim

sin
n

n
dx

x

x
dx

x

x
. Or n

n

K
n

dt
t

nt

n
dx

x

x 1)(sin1sin
2

0

2

22

0

2

2

== ∫∫
ππ

 où 
n

x
t = . 

Or ttt ≤≤




 π
∈∀ sin0

2
,0 . Donc nn IK ≤ . Et : ∫

π









−=−

2

0

2

22
)(sin

1

sin

1
dtnt

tt
KI nn .  

La fonction 
22

1

sin

1

tt
t −a  est continue sur 




 π

2
,0  et au voisinage de 0 :  

)(
6

sin
4

3

to
t

tt +−= , donc 







+−=+−= )(

3
1)(

3
sin 2

2
24

4
22

to
t

tto
t

tt . 

Donc 







++= )(

3
1

1

sin

1 2
2

22
to

t

tt
. Donc 

3

11

sin

1
lim

220
=








−

→ ttt
. 

Donc l’intégrale ∫
π









−

2

0

22

1

sin

1
dt

tt
 existe et ∫

π









−≤−≤

2

0

22

1

sin

1
0 dt

tt
KI nn . 

Donc : nnn IKdt
tt

I ≤≤







−− ∫

π 2

0

22

1

sin

1
 et 

2

11

sin

11

2

2

0

22

π
≤≤








−−

π
∫

π

nK
n

dt
ttn

. 

Donc : 
2

1
lim

π
=

+∞→
n

n
K

n
. Donc 

2

sin

0

2

2 π
=∫

+∞

dx
x

x
 

Exercice 2 

Soient 1p  et 2p  deux projecteurs d’un espace vectoriel  E tels que 021 =pp o . 

1) Montrer que 1221 ppppq o−+=  est un projecteur. 

2) Montrer que : 21 KerKerKer ppq ∩= . 

3)  Montrer que : )(KerImIm 121 pppq ⊕= . 

Solution : 

1) 1p  et 2p  sont des projecteurs, donc des endomorphismes de E. Donc q est un 

endomorphisme de E. Et : )()( 12211221 ppppppppqq oooo −+−+= . Donc : 

1212212112

12222121212111

pppppppppp

ppppppppppppppqq

ooooooo

ooooooooo

+−−

−++−+=
 

Or 1p  et 2p  sont des projecteurs, donc 111 ppp =o et 222 ppp =o . Et 021 =pp o . 

Donc qppppqq =−+= 1221 oo .  

Donc 1221 ppppq o−+=  est un projecteur. 

2) Soit qx Ker∈ . Donc Exq 0)( = . Donc EEpxqp 0)0()]([ 11 == .  

Or 112121111 ppppppppqp =−+= ooooo . Donc Exp 0)(1 = . Donc 1Ker px ∈ . 

Donc )()()()()( 21221 xpxppxpxpxq =−+= o . Donc Exp 0)(2 = . Donc 2Ker px ∈ .  

Donc 21 KerKerKer ppq ∩⊂ . 

Réciproquement, soit 21 KerKer ppx ∩∈ . Donc Exp 0)(1 =  et Exp 0)(2 = . 

Or Exppxpxpxq 0)()()()( 1221 =−+= o . Donc qx Ker∈ .  

Donc qpp KerKerKer 21 ⊂∩ . 

Donc 21 KerKerKer ppq ∩=  

3) Soit qx Im∈ . Donc il existe Eu ∈  tel que )()()()( 1221 uppupupuqx o−+== . 

Donc zyx +=  avec )(1 upy =  et )]([)()( 12122 upupuppupz −=−= o . 

Or Euppupupup 0)()()]([ 11111 =−=− o . Donc 11 Ker)( pupu ∈− . 

Donc zyx +=  avec 1Im py ∈  et )(Ker 12 ppz ∈ . Donc )(KerIm 121 pppx +∈ . 

Donc )(KerImIm 121 pppq +⊂ . 



Réciproquement, soit )(KerIm 121 pppx +∈ .  

Donc il existe 1Im py ∈  et )(Ker 12 ppz ∈  tels que zyx += . 

Donc il existe Eu ∈  et 1Ker pv ∈  tels que )()( 21 vpupx += . Et Evp 0)(1 = . 

Donc : )()()()( 121111 upvppuppxp =+= oo . Donc : )()( 21 vpxpx += . 

Et )()()()()( 21222122 vpxppvppxppxp +=+= ooo . Donc )()()( 1222 xppxpvp o−= .  

Donc : )()()()( 1221 xqxppxpxpx =−+= o . Donc qx Im∈ . 

Donc qppp Im)(KerIm 121 ⊂+ . 

Donc )(KerImIm 121 pppq += . 

Montrons que la somme est directe. Si )(KerIm 121 pppx ∩∈ , il existe Eu ∈  et 

1Ker pv ∈  tels que )()( 21 vpupx == . Donc Evppuppxp 0)()()( 21111 === oo . 

Donc Eup 0)(1 = . Donc Ex 0= . Donc { }Eppp 0)(KerIm 121 =∩ . 

Donc )(KerImIm 121 pppq ⊕=  

Exercice 3 

1) Justifier la convergence de la série 








+
∑ n

n

x

x

1
 pour tout [1,0[∈x . 

2) Montrer que : 
n

nn

n

u

u

n

n

x

x
du

x

x

x

x
nx

+
≤

+
≤

+
∈∀∈∀ ∫

+

+

+

111
[1,0[

1

1

1

� . 

3) En déduire ∑
≥

→ +
−

−

0
1 1

)1(lim
n

n

n

x x

x
x . 

Solution : 

1) Pour tout [1,0[∈x , on a : 
n

n

n

x
x

x
≤

+
≤

1
0 .  

Or si [1,0[∈x , la série ( )∑ n
x  est convergente.  

Donc la série 








+
∑ n

n

x

x

1
 est convergente pour tout [1,0[∈x . 

2) Si 0=x , l’inégalité est évidente. 

Si [1,0]∈x , on étudie la fonction xϕ : 
xuuu

u

exx

x
u

ln
1

1
1

1

1
1

1 +
−=

+
−=

+
a . 

Elle est dérivable sur �  et 0
)1(

ln
)('

2ln

ln

<
+

=ϕ
xu

xu

x
e

xe
u  car [1,0]∈x , donc 0ln <x .  

Donc xϕ  est décroissante. Donc : )()()1(]1,[ nunnnu xxx ϕ≤ϕ≤+ϕ+∈∀ .  

Donc d’après l’inégalité de la moyenne : )()()1(

1

nduun x

n

n

xx ϕ≤ϕ≤+ϕ ∫
+

. 

Donc 
n

nn

n

u

u

n

n

x

x
du

x

x

x

x
nx

+
≤

+
≤

+
∈∀∈∀ ∫

+

+

+

111
[1,0[

1

1

1

� . 

3) Soit [1,0[∈x . Donc : ∫∫
−

+

+
≤

+
≤

+
∈∀

k

k

u

u

k

kk

k

u

u

du
x

x

x

x
du

x

x
k

1

1

111
*� . 

Donc : ∑ ∫∑∑ ∫
= −==

+

+
≤

+
≤

+
∈∀

n

k

k

k

u

un

k
k

kn

k

k

k

u

u

du
x

x

x

x
du

x

x
n

1 111

1

111
*� . 

Donc : ∫∑∫ +
≤

+
≤

+
∈∀

=

+ n

u

un

k
k

kn

u

u

du
x

x

x

x
du

x

x
n

01

1

1
111

*� . 



Donc : ∫∑∫ +
+≤

+
≤

+
+∈∀

=

+ n

u

un

k
k

kn

u

u

du
x

x

x

x
du

x

x
n

00

1

1
12

1

112

1
� . 

Or  







−

+
=ϕ−ϕ=ϕ=

+ ∫∫ 2

1

1ln

1
)]0()([

ln

1
)('

ln

1

1
00

n

n

xx

n

x

n

u

u

x

x

x
n

x
duu

x
du

x

x
. 

Et 








+
−

+
=ϕ−+ϕ=ϕ=

+ +

+++

∫∫ 11ln

1
)]1()1([

ln

1
)('

ln

1

1 1

11

1

1

1
x

x

x

x

x
n

x
duu

x
du

x

x
n

n

xx

n

x

n

u

u

. 

Donc : 







−

+
+≤

+
≤









+
−

+
+∈∀ ∑

=
+

+

2

1

1ln

1

2

1

111ln

1

2

1

0
1

1

n

nn

k
k

k

n

n

x

x

xx

x

x

x

x

x

x
n � . 

Or [1,0[∈x . Donc 0lim =
+∞→

n

n
x . Et ∑∑

+∞

==
+∞→ +

=
+ 00 11

lim
k

k

kn

k
k

k

n x

x

x

x
 (série convergente). 

Donc par passage à la limite : 
xx

x

xx

x
x

n
n

n

ln2

1

2

1

1ln)1(2

1
[1,0[

0

−≤
+

≤
+

−∈∀ ∑
+∞

=

. 

Donc : 
x

xx

x

x
x

xx

xxx
x

n
n

n

ln2

1

2

1

1
)1(

ln)1(

)1(

2

1
[1,0[

0

−
−

−
≤

+
−≤

+

−
−

−
∈∀ ∑

+∞

=

. 

Or 1~ln
1

−xx . Donc 
2

1

ln2

1

2

1
lim

ln)1(

)1(

2

1
lim

11
=




 −
−

−
=









+

−
−

−
−− →→ x

xx

xx

xxx

xx
. 

Donc, par encadrement :  
2

1

1
)1(lim

0
1

=
+

− ∑
+∞

=
→ −

n
n

n

x x

x
x  

Exercice 4 

Soit E un espace vectoriel de dimension n. 

Soit f un endomorphisme de E tel que 0=nf  et 01 ≠−nf . 

1) Montrer qu’il existe un vecteur u de E tel que les vecteurs u, )(uf , …, )(1 uf n−  

forment une base de E. 

2) En  déduire les dimensions de fKer  et fIm . 

Solution : 

1) 01 ≠−nf . Donc il existe un vecteur u de E tel que E

n uf 0)(1 ≠− .  

Soient 0α , 1α , …, 1−α n  tels que E

n

n ufufu 0)(...)( 1

110 =α++α+α −
− .  

Donc ( ) E

n

n

n
ufufuf 0)(...)( 1

110

1 =α++α+α −
−

− , donc E

n
uf 0)(1

0 =α − , donc 00 =α . 

Donc E

n

n ufuf 0)(...)( 1

11 =α++α −
− , donc ( ) E

n

n

n
ufuff 0)(...)( 1

11

2 =α++α −
−

− . 

Donc E

n uf 0)(1

1 =α − , donc 01 =α .  

Ainsi de proche en proche : 0... 110 =α==α=α −n . Donc la famille est libre. 

C’est une famille libre de n vecteurs dans un espace de dimension n.  

Donc les vecteurs u, )(uf , …, )(1 uf n−  forment une base de E. 

2) 0=nf , donc E

n uf 0)( = , donc fuf n Ker)(1 ∈− .  

Donc fKer  contient au moins un vecteur non nul. Donc 1Kerdim ≥f . 

D’après 1), les vecteurs )(uf , …, )(1 uf n−  forment une famille libre car ils sont 

extraits d’une famille libre. De plus, ils sont dans fIm . Donc 1Imdim −≥ nf .  

Donc nff ≥+ ImdimKerdim .  

Or d’après le théorème du rang : nff =+ ImdimKerdim . 

Donc 1Kerdim =f  et 1Imdim −= nf  

 



Exercice 5 

Montrer que la série 








++
∑

)34)(14(

1

nn
 converge et calculer sa somme. 

Solution : 

 La série 








++
∑

)34)(14(

1

nn
 est une série à termes positifs et 

216

1
~

)34)(14(

1

nnn ++
. 

 Donc la série 








++
∑

)34)(14(

1

nn
 est de même nature que la série 








∑ 2

16

1

n
. 

 Or la série 







∑ 2

1

n
 est une série de Riemann convergente ( 1>α ). 

Donc la série 








++
∑

)34)(14(

1

nn
 est convergente. 

La somme partielle d’ordre n est : ∑∑∑
=== +

−
+

=
++

=
n

k

n

k

n

k

n
kkkk

S
000 34

1

2

1

14

1

2

1

)34)(14(

1
. 

Or : ∫=
+

∈∀
1

0
1

1
dxx

n
n

n
� . Donc : ∑∫∑∫

=

+

=

−=
n

k

k
n

k

k

n dxxdxxS
0

1

0

24

0

1

0

4

2

1

2

1
. Donc :  

∫ ∑∑∫∑∫∑∫ 







−=−=−+−=

+

=

+

==

+

=

1

0

12

0

2
12

0

1

0

2

0

1

0

122

0

1

0

22 )(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
)(

2

1
dxxdxxdxxdxxS

n

k

k
n

k

k
n

k

k
n

k

k

n . 

Or si [1,0[∈x  : 
2

44

2

22212

0

2

1

1

)(1

)(1
)(

x

x

x

x
x

nnn

k

k

+

−
=

−−

−−
=−

+++

=

∑ . Et si 1=x  : 0)(
12

0

2 =−∑
+

=

n

k

kx . 

Donc : 
2

4412

0

2

1

1
)(]1,0[

x

x
xx

nn

k

k

+

−
=−∈∀

++

=

∑ . Donc : ∫ +

−
=

+1

0

2

44

1

1

2

1
dx

x

x
S

n

n . 

Donc : ∫∫ +
+

+
=

+1

0

2

441

0

2 12

1

12

1
dx

x

x

x

dx
S

n

n . Donc : ∫∫ +
=

+
−

+1

0

2

441

0

2 12

1

12

1
dx

x

x

x

dx
S

n

n  

Or : 
44

2

44

1
0]1,0[

+
+

≤
+

≤∈∀ n
n

x
x

x
x . Donc : ∫∫

+
+

≤
+

≤
1

0

44

1

0

2

44

1
0 dxxdx

x

x n
n

.  

Donc : 
54

1

1
0

1

0

2

44

+
≤

+
≤ ∫

+

n
dx

x

x
n

. Donc : 0
1

lim

1

0

2

44

=
+∫

+

+∞→
dx

x

x
n

n
.  

Donc : 
8

][arctan
2

1

12

1
lim 1

0

1

0

2

π
==

+
= ∫+∞→

x
x

dx
Sn

n
. Donc  

8)34)(14(

1

0

π
=

++
∑
+∞

=n nn
 

Exercice 6 

Pour tout entier naturel n, on définit l’intégrale : ∫ +=
1

0

)]1[ln( dxxI
n

n . 

1) Exprimer 1+nI  en fonction de nI . 

2) En déduire un équivalent de nI . 

Solution : 

1) La fonction 1)]1[ln( ++ nxx a  est de classe 1
C  sur ]1,0[ , donc on peut intégrer 1+nI  

par parties : [ ] ∫ +
+

+−+= +
+

1

0

1

0

1

1 )]1[ln(
1

)1()]1[ln( dxx
x

x
nxxI

nn

n . 



Donc : ∫ +








+
−+−= +

+

1

0

1

1 )]1[ln(
1

1
1)1()2(ln dxx

x
nI

nn

n . 

Donc : ∫ +








+
+++−= +

+

1

0

1

1 )]1[ln(
1

1
)1()1()2(ln dxx

x
nInI

n

n

n

n . 

Donc : [ ]1

0

11

1 )]1[ln()1()2(ln ++
+ +++−= n

n

n

n xInI . 

Donc  n

n

n InI )1()2(ln2 1

1 +−= +
+  

2) 0)]1[ln(]1,0[ 1 ≥+∈∀ +nxx . Donc 01 ≥+nI . Donc : 
1

)2(ln2
1

+
≤

+

n
I

n

n . 

De plus : 1

1)2(ln2)1( +
+ −=+ n

n

n IIn . Donc 
11

)2(ln2 1

1

+
−

+
= +

+

n

I

n
I n

n

n . 

Or : 
2

)2(ln2
2

1
+

≤
+

+
n

I
n

n , donc 
)2)(1(

)2(ln2

1

)2(ln2 21

++
−

+
≥

++

nnn
I

nn

n . 

Donc : 
1

)2(ln2

2

2ln
1

1

)2(ln2 11

+
≤≤






+
−

+

++

n
I

nn

n

n

n

. 

Or : 0
2

2ln
lim =

++∞→ nn
. Donc : 

1

)2(ln2
~

2

2ln
1

1

)2(ln2 11

+






+
−

+

++

nnn

nn

. 

Donc  
1

)2(ln2
~

1

+

+

n
I

n

n  

Exercice 7 

1) Déterminer le rayon de convergence de la série : 







∑

≥2 lnn

n

nn

z
. 

2) Déterminer le rayon de convergence de la série : 





















+∑

≥1 !

1
1

2

n

nn

n

x

n
. 

Solution : 

1) Il s’agit d’une série entière 







∑

≥2n

n

n za  avec 
nn

an
ln

1
= . 

On se propose d’utiliser le critère de D’Alembert. 

)1ln()1(

ln1

++
=+

nn

nn

a

a

n

n . Donc : 
)1ln(

ln
~1

+
+

n

n

a

a

n

n . Or 







++=+

n
nn

1
1lnln)1ln( . 

0
1

1lnlim =







+

+∞→ nn
, donc )(ln

1
1ln no

n
=








+ , donc nn ln~)1ln( + .  

Donc : 
Ra

a

n

n

n

1
1lim 1 ==+

+∞→
 d’après le critère de D’Alembert. 

Donc le rayon de convergence de la série : 







∑

≥2 lnn

n

nn

z
 est 1=R . 

2) Il s’agit d’une série entière 







∑

≥1n

n

n za  avec 

2

1
1

!

1
n

n
nn

a 







+= . 

On se propose d’utiliser le critère de Cauchy. 
n

n

n
n

nn
a 








+=

1
1

!

1
. Or e

n

n

n
=








+

+∞→

1
1lim . Donc étudions la limite de n

n nb != . 

∑
=

==
n

k

n k
n

n
n

b
1

ln
1

)!ln(
1

ln . 



Or : +∞=
+∞→

n
n

lnlim . Donc pour tout 0>A  : Anpnp ≥≥∀∃ ln . 

Donc : ∑∑
+==

+=≥∀
n

pk

p

k

n k
n

k
n

bpn
11

ln
1

ln
1

ln . Donc : ∑
+=

≥≥∀
n

pk

n k
n

bpn
1

ln
1

ln . 

Donc : A
n

p
AA

n

pn
bpn n −≥

−
≥≥∀ ln . Donc 

2
ln20

A
bpnpA n ≥≥∀∃>∀ .  

Donc +∞=
+∞→

n
n

blnlim . Donc +∞=
+∞→

n
n

blim . Donc 0lim =
+∞→

n
n

n
a . 

On utilise le critère de Cauchy. 

Donc le rayon de convergence de la série : 





















+∑

≥1 !

1
1

2

n

nn

n

x

n
 est +∞=R . 

Remarque : On aurait pu aussi utiliser le critère de D’Alembert. 

2

2

2

22

2

2

1
1

2
1

)1(

)2(

1
1)!1(

!
1

1
1

12

222

12

)1(

1

n

nn

nn

nnn

n

n

n

n

n
n

n

n

nn

n
n

n
n

a

a









+









+

=
+

+
=









++










+
+

=

++

++

++

+

+  

Donc : 







+++−








++++−=








+

n
nn

n
nnn

a

a

n

n 1
1ln)222(

2
1ln)12(lnln 221 . 

Or : 







+−=








+

22

1222
1ln

n
o

nnn
 et 








+−=








+

22

1

2

111
1ln

n
o

nnn
. Donc : 

















+−++−
















+−+++−=








+

22

2

22

21 1

2

11
)222(

122
)12(lnln

n
o

nn
nn

n
o

nn
nnn

a

a

n

n

Donc : )1(1lnln 1 on
a

a

n

n ++−=







+ . Donc −∞=








+

+∞→
n

n

n a

a 1lnlim . Donc 0lim 1 =+

+∞→
n

n

n a

a
. 

Exercice 8 

1) Calculer l’intégrale : ∫ −= −

1

0

21 )1( dtttI
n

n . 

2) En déduire que : 
2

1
2ln...

543

1

321

1
−=+

××
+

××
. 

Solution : 

1) 
2

1

1

21
2)1(

1

0

1

1

0

1

0

1

1

0

21

+
+

+
−=+−=−= ∫∫∫∫

+−−

nnn
dttdttdttdtttI

nnnn

n . 

Donc  
)2)(1(

2

++
=

nnn
I n  

2) Il s’agit de la série à termes positifs 








+++
∑

)32)(22)(12(

1

nnn
. 

Or 
38

1
~

)32)(22)(12(

1

nnnn +++
. Donc la série 









+++
∑

)32)(22)(12(

1

nnn
 est 

de même nature que la série 







∑ 38

1

n
, donc convergente.  

La somme partielle d’ordre n est : ∑∑
=

+
=

=
+++

=
n

k

k

n

k

n I
kkk

S
0

12

0 2

1

)32)(22)(12(

1
. 

 



Donc : ∫ ∑∑∫ −







=−=

==

1

0

2

0

2

0

1

0

22 )1(
2

1
)1(

2

1
dtttdtttS

n

k

k
n

k

k

n . 

Si [1,0[∈t  : 
t

tt
t

t

t
tt

nnn

k

k

+

−−
=−

−

−
=−







 ++

=

∑
1

)1)(1(
)1(

1

)(1
)1(

22
2

2

12
2

0

2  

Et si 1=t  : 0)1( 2

0

2 =−







∑

=

tt
n

k

k . Donc l’égalité est vraie aussi pour 1=t .  

Donc : ∫∫∫ +

−
+

+

−
=

+

−−
=

++ 1

0

221

0

1

0

22

1

)1(

2

1

1

1

2

1

1

)1)(1(

2

1
dt

t

tt
dt

t

t
dt

t

tt
S

nn

n . 

Or : 22
22

1

)1(
0]1,0[ +

+

≤
+

−
≤∈∀ n

n

t
t

tt
t . Donc : 

32

1

1

)1(
0

1

0

22

+
≤

+

−
≤ ∫

+

n
dt

t

tt
n

. 

Donc : [ ]
2

1
2ln)1ln(2

2

1
1

1

2

2

1

1

1

2

1
lim

1

0

1

0

1

0

−=−+=







−

+
=

+

−
= ∫∫+∞→

ttdt
t

dt
t

t
Sn

n
. 

Donc  
2

1
2ln...

543

1

321

1
−=+

××
+

××
 

Exercice 9 

Pour tout entier 2≥n , on considère le polynôme 1+−= nXXP
n

n . 

1) Montrer que nP  admet exactement une racine réelle nx  entre 0 et 1. 

2) Etudier le sens de variations de la suite )( nx  et montrer qu’elle converge. 

3) Calculer sa limite et déterminer un équivalent de nx . 

Solution : 

1) La fonction polynôme définie par 1)( +−= nxxxP
n

n  a pour dérivée 

)1()(' 1 −= −n

n xnxP  qui est strictement négative sur [1,0[  et nulle en 1. 

Donc nP  est continue et strictement décroissante sur ]1,0[ . Donc elle définit une 

bijection de ]1,0[  dans ]1,2[)]0(),1([ nPP nn −= . Donc tout élément de ]1,2[ n−  

admet un unique antécédent dans ]1,0[  par nP . Or si 2≥n , ]1,2[0 n−∈ . 

Donc si 2≥n , l’équation 0)( =xPn  a une unique solution nx . 

Donc nP  admet exactement une racine réelle nx  entre 0 et 1. 

2) La fonction nP  est strictement décroissante et 0)( =nn xP . 

Donc nn xxxP <≤⇔> 00)(  et 10)( ≤<⇔< xxxP nn . 

1)( 111 +−= +++ n

n

nnn nxxxP . Or 01)1( 1

1

1 =++− +
+
+ n

n

n xnx . Donc 1

111 1 +
+++ −=+− n

nnn xxnx .  

Donc 111

1

1111 )1()( +++
+
++++ +−=−+= nn

n

n

n

nn

n

nnn xxxxxxxP . Or 10 1 ≤≤ +nx . 

Donc 0)( 1 ≥+nn xP . Donc nn xx ≤≤ +10 . 

Donc la suite )( nx  est décroissante et minorée par 0. 

Donc la suite )( nx  est décroissante et convergente. 

3) 0)( =nn xP . Donc 01 =+− n

n

n nxx . Donc )1(
1

+= n

nn x
n

x . 

Or nPn −= 2)1( . Donc si 3≥n , 1 n’est pas racine de nP . Donc 10 <≤ nx . 

Donc 0lim =
+∞→

n

n
n

x . Donc 0lim =
+∞→

n
n

x  et 
n

xn

1
~  



Exercice 10 

Soit un entier . Soit f l’application qui , à tout polynôme P de ][Xn� , associe le 

polynôme )(')1()()1())(( 2 XPXXPnXXPf −++= .  

1) Montrer que f est un endomorphisme de . 

2) Montrer que si P est un vecteur propre de f, alors . 

3) Montrer que si P est un vecteur propre de f, ses racines appartiennent à { }1,1− . 

4) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de f. 

Solution : 

1) Soit P et Q deux polynômes de ][Xn� , et α  un réel. 

)()')(1())()(1())(( 2 XQPXXQPnXXQPf +α−++α+=+α . 

Donc : )](')(')[1()]()()[1())(( 2 XQXPXXQXPnXXQPf +α−++α+=+α . 

)(')1()()1()](')1()()1[())(( 22 XQXXQnXXPXXPnXXQPf −+++−++α=+α  

Donc : ))(())(())(( XQfXPfXQPf +α=+α . Donc f est linéaire. 

Si ][XP n�∈  et 0≠P , alors pPd =°  avec np ≤  et ∑
=

=
p

k

k

k
XaXP

0

)(  avec 0≠pa .  

Donc ∑∑
−

=

+

=

− +==
1

0

1

0

1 )1()('
p

k

k

k

p

k

k

k
XakXkaXP . 

1)()1( +=+° pXPnXd  et le coefficient de 1+pX  est pna . 

1)1(2)(')1( 2 +=−+=−° ppXPXd  et le coefficient de 1+pX  est ppa− .  

Donc 1)( +≤° pPfd  et le coefficient de 1+pX  est papn )( − . 

Donc, si np < , alors 1)( +=° pPfd  et si np = , alors 1)( +<° pPfd . 

Or np ≤ . Donc dans tous les cas nPfd ≤° )( . Donc ][)( XPf n�∈ . 

Donc f est un endomorphisme de ][Xn� . 

2) Si P est vecteur propre de f, 0≠P  et il existe �∈λ  tel que PPf λ=)( . 

Soit Pdp °= . On a vu que si np < , 1)( +=° pPfd . Or pPd =λ° )(  si 0≠λ  et 

−∞=λ° )( Pd  si 0=λ , donc )( Pd λ°  n’est jamais égal à 1+p . 

Donc si P est un vecteur propre de f, alors . 

3) Soit P un vecteur propre de f : 0≠P  et il existe �∈λ  tel que PPf λ=)( . 

Donc : )(')1()()1()( 2 XPXXPnXXP −++=λ .  

Donc : )(')1()()1( 2 XPXXPnX −=λ−+  notée (1). 

Soit α  une racine de P. Donc 0)( =αP . Donc 0)(')1( 2 =α−α P . 

On raisonne par l’absurde en supposant que { }1,1−∉α . Donc 0)(' =αP . 

En dérivant (1) : )(")1()('2)(')1()( 2 XPXXXPXPnXXnP −+=++  notée (2). 

Or 0)(')( =α=α PP . Donc : 0)(")1( 2 =α−α P . Donc 0)(" =αP . 

En dérivant (2), on obtient 0)()3( =αP . 

En dérivant ainsi successivement, on obtient : 0)(,0 )( =α∈∀ kPpk TP . 

Or d’après la formule de Taylor : 
k

p

k

k

X
k

P
XP )(

!

)(
)(

0

)(

α−
α

=∑
=

.  

Donc 0)( =XP , ce qui est absurde puisque P est un vecteur propre de f. 

Donc si P est un vecteur propre de f, ses racines appartiennent à { }1,1− .  

4) Soit P un vecteur propre de f : 0≠P  et il existe �∈λ  tel que PPf λ=)( . 

Son degré est n et ses racines appartiennent à { }1,1− .  

Donc le polynôme est de la forme : knk XXaXP −+−= )1()1()(  où TP nk ,0∈ . 

2n ≥

][Xn�

d P n° =

d P n° =



Donc : 11 )1()1)(()1()1()(' −−−− +−−++−= knkknk XXknaXXakXP . 

Donc : )2()1()1()(' 11 nknXXXaXP knk −++−= −−−  

)2()1()1()1()1()1()1())(( 112 nknXXXaXXXanXXPf knkknk −++−−++−+= −−−− . 

Donc : knk XXknaXPf −+−−+= )1()1)(21())(( . Donc PknPf )21()( −+= . 

Donc, si 0≠a , knk XXaXP −+−= )1()1()(  est un vecteur propre associé à la 

valeur propre knk 21−+=λ . 

Donc les valeurs propres de f sont knk 21−+=λ  où TP nk ,0∈ . 

Le sous-espace propre associé à kλ  est >+−<= −knk

k XXE )1()1(Vect . 

Exercice 11 

1) Factoriser dans �  le polynôme 12 −nX . 

2) Si f est une fonction continue sur ],0[ π , que vaut ∑
−

=
+∞→








 ππ 1

1

lim
n

k
n n

k
f

n
 ? 

3) En déduire pour 1±≠a  l’intégrale : ∫
π

+−=
0

2 )1cos2ln( dttaaI . 

Solution : 

1) Les racines complexes de 12 −nX  sont nik

k e
π=α  où TP 12,0 −∈ nk . 

Il y a deux racines réelles : 10 =α  et 1=α n . Et kknnk α=α−∈∀ −212,0 TP . 

Donc ))(()1)(1()(1
1

1

12

0

2

k

n

k

k

n

k

k

n XXXXXX α−α−+−=α−=− ∏∏
−

=

−

=

. 

Donc ∏
−

=









+

π
−+−=−

1

1

22 1cos2)1)(1(1
n

k

n

n

k
XXXXX  

 

2) Il s’agit d’une somme de Riemann : ∫∑
π−

=
+∞→

=






 ππ

0

1

1

)(lim dttf
n

k
f

n

n

k
n

  

3) Le discriminant de 1cos22 +− taa  est tt 22 sin44cos4 −=−=∆ . Donc 0<∆  si 

0≠t  et π≠t . Donc 01cos2[,0] 2 >+−π∈∀ taat . 

Si 0=t  : 22 )1(1cos2 −=+− ataa  donc 01cos22 >+− taa  car 1≠a . 

Si π=t  : 22 )1(1cos2 +=+− ataa  donc 01cos22 >+− taa  car 1−≠a . 

Donc la fonction )1cos2ln( 2 +− taat a  est continue sur ],0[ π . 

Donc ∑∫
−

=
+∞→

π









+

π
−

π
=+−=

1

1

2

0

2 1cos2lnlim)1cos2ln(
n

k
n n

k
aa

n
dttaaI . 

Donc 








−

−π
=
















+

π
−

π
=

+∞→

−

=
+∞→

∏
1

1
lnlim1cos2lnlim

2

21

1

2

a

a

nn

k
aa

n
I

n

n

n

k
n

 d’après 1). 

Si 1<a , alors 0lim 2 =
+∞→

n

n
a . Donc )1ln(

1

1
lnlim 2

2

2

a
a

a n

n
−−=









−

−

+∞→
.  

Donc 0=I  si 1<a . 

Si 1>a , alors 







−+−−=









−

−
n

n

a
aan

a

a
2

2

2

2 1
1ln)1ln(ln2

1

1
ln . Or +∞=

+∞→

n

n
a

2lim . 

Donc aI ln2π=  si 1>a . 



Exercice 12 

Soit *�∈n  et l’application Φ  qui à tout polynôme ][1 XP n−∈�  associe le reste de la 

division euclidienne de PXX n )( −  par 1−nX . 

1) Montrer que Φ  est un endomorphisme de ][1 Xn−� . 

2) Déterminer son noyau et son image. 

Solution : 

1) Pour tout ][1 XP n−∈� , il existe un unique couple de polynômes ),( RQ  tel que : 

)()()1()()( XRXQXXPXX nn +−=−  avec nRd <° . Et RP =Φ )( . 

Donc Φ  est une application de ][1 Xn−�  dans ][1 Xn−� . 

Soient 1P  et 2P  deux polynômes de ][1 Xn−� , et α  un complexe. 

)()()1()()( 111 XRXQXXPXX nn +−=−  avec nRd <° 1 . Et 11)( RP =Φ . 

)()()1()()( 222 XRXQXXPXX nn +−=−  avec nRd <° 2 . Et 22 )( RP =Φ . 

)()()]()()[1()]()()[( 212121 XRXRXQXQXXPXPXX nn +α++α−=+α− . 

))(()]()()[1())()(( 212121 XRRXQXQXXPPXX nn +α++α−=+α− . 

Or : nRdRdRdRdRRd <°°≤°α°≤+α° ),Max(),Max()( 212121 . 

Donc 21 RR +α  est le reste de la division euclidienne de ))(( 21 PPXX n +α−  par 

1−nX . Donc )()()( 212121 PPRRPP Φ+Φα=+α=+αΦ . 

Donc Φ  est un endomorphisme de ][1 Xn−� .  

2) Un polynôme P appartient à ΦKer  si et seulement si 0)( =Φ P , donc si et 

seulement si )()( XPXX n −  est divisible par 1−nX . 

Or ∏
−

=

−π− −=−=−
2

0

)1(21 )()1(
n

k

niknn
eXXXXXX  et ∏

−

=

π−=−
1

0

2 )(1
n

k

nikn
eXX . 

La seule racine commune à XX n −  et 1−nX  est 1. En effet, si nijnik
ee

π−π = 2)1(2  

avec TP 2,0 −∈ nk  et TP 1,0 −∈ nj , alors 
n

j

n

k π
=

−

π 2

1

2
 car ils sont dans [2,0[ π , 

donc )1( −= njnk . Or n et 1−n  sont premiers entre eux. Donc n divise j et 1−n  

divise k. Donc 0== jk . 

Donc ∏
−

=

π−
1

1

2 )(
n

k

nik
eX  est premier avec XX n − , donc divise P si Φ∈ KerP . 

Or ][1 XP n−∈� . Donc P est de la forme 
1

1
)()(

1

1

2

−

−
=−= ∏

−

=

π

X

X
aeXaXP

nn

k

nik . 

La réciproque est évidente car si 
1

1
)(

−

−
=

X

X
aXP

n

, alors )()1( XPX −  est 

divisible par 1−nX . Or )()1)(1...()()( 2 XPXXXXXPXX nn −+++=− − . 

Donc )()( XPXX n −  est divisible par 1−nX . Donc Φ∈ KerP . 

Donc >+++<=Φ − 1...VectKer 1
XX

n
  Donc 1Kerdim =Φ . 

Donc d’après le théorème du rang : 1Kerdim][dimImdim 1 −=Φ−=Φ − nXn� . 

De plus >ΦΦΦ<=Φ − )(),...,(),1(VectIm 1nXX . 

Or si TP 2,0 −∈ nk  : )1()1()( XXXXXXX kknkn −+−=−  et nXXd k <−° )1( . 

Donc )1()( XXX kk −=Φ  si TP 2,0 −∈ nk .  

Cette famille est libre car la famille ),...,,1( 2−nXX  est libre. Elle comprend 1−n  

vecteurs. Donc c’est une base de ΦIm  car 1Imdim −=Φ n . 

Donc >−−−<=Φ − )1(),...,1(,1VectIm 2 XXXXX n .  

Donc ][)1(Im 2 XX n−−=Φ �  


